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eos der algebraischen Gleichungen. 


Von 


KARL BOHLIN. 


Vorgelegt am 11. April 1906. 


Über die Anwendung der Tschirnhaus- 
transformation. 


Die Auflösung algebraischer Gleichuligf; war, wie 
weiss, seit lange her ein widerstrebendes Problem der 
RA Die Schwierigkeiten erschienen auch deshalb desto 
grösser, weil die Aufgabe von vornherein als eine einfache 
nd elementare dünken müsste. Aber gerade deshalb haben 
J, ich wohl auch die Mathematiker mit der Frage öfters nur 
eiläufig beschäftigt, besonders seitdem durch die NEwTon’sche 
"und durch andere Approximationsmethoden die Möglichkeit 
gegeben war, die numerischen Werte der Wurzeln einer al- 


it en möchte. Dieser Sandoknkt zu der Frage 
| ist, jedoch nicht der angemessene, denn wo es möglich ist 
“ein Problem auf endliche Operationen zurückzuführen, da 
ist es auch eine Angelegenheit dieser Lösung wirklich nach- 


Art adjungiert. 


Arkiv för matematik, astronomi och fysik. Bd. 3. N:o 5. . 1 


0e43%95 


2 ARKIV FÖRMATEMATIK, ASTRONOMI OCH FYSIK. BD. N:05. # 


Ein geeignetes Mittel zur Reduktion algebraischer Gleichun- 
gen wurde schon von ÜARTESIUS angegeben, indem er zeigte, 
wie man jederzeit das zweite Glied einer algebraischenf 
Gleichung wegbringen kann. Eine Erweiterung dieses Ge-f 
danken auf übrige Zwischenglieder algebraischer Gleichungen$ 
ist die sogenannte TSCHIRNHAUS’sche Transformation, ! die den 
Gegenstand der ersten Abteilung unserer Auseinandersetzungen 


bildet. 
2. Sei im Allgemeinen 


(1) Tu RE + Dart ee Pn-1% + Pn = 0 


eine gegebene algebraische Gleichung nten Grades, deren] 
Wurzeln | | 
X %o, %>, ..o. In x 


sein mögen. Die NEwron’schen Summen der Potenzen der ; 
Wurzeln 
9, = + +2 4°: 4% 
Gert tt + 
(2) S=-t tr tern 


N a a 

sind dann für 

Mm<N 
durch die folgenden Beziehungen 

[ ed 
8; + PıSı + 29, = 0 

(3) | 89 + 9185 + PS, +39; —=0 
| Smt Ppı ER, + DR = ARM RER IS + MPın 5: 0 
und für 

mn 


durch die Gleichung? 


! TSCHIRNHAUS, Methodus auferendi omnes terminos intermedios ex 
data equatione. Acta eruditorum, Leipzig 1683, p. 204. 
” Siehe z. B. TODHUNTER, Theory of equations, London 1861. Art. 244. 


‘ 


8 


Die Anzeige einer weiteren Untersuchungüber die algebraische Gleichung 


ünften Grades, die für Astronomiska Iakttagelser och Undersökningar d 
Stockholms Observatorium Band 8 abgesehen ist, sei hiermit gestattet 
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| Sm + 2 Im er TR, TIERE: -I- Dune (3 a) 
gegeben, wonach 
NS 82, S; ae ie Sn 


eindeutige Funktionen der Koöffizienten 


Pı P3 P3 ee Pn 
sind. 
Setzen wir jetzt 


Yy-0 - Qa,% + DERR: 2. An_axt? 7 an, (4) 


3o entspricht offenbar jedem Werte von x ein einziger Wert 
von y, wonach 
N 


\ 
lie Wurzel einer gewissen Gleichung nten Grades 


| ya + gun hg + + ni + On (5) 
sein muss. Über die unbestimmten Konstanten 
er N EN 
' kann man dabei so verfügen, dass 
ger em, (6) 
wodurch die Gleichung (5) in die binomische Gleichung 


| yi + qu—0 m 
übergeht. 
' Setzen wir jetzt 
| Ba EYE ye Fr A Ye 
sei tntnt ty 


| \ 
Bey trmtnte ty (8) 
Sm UT: Une yi+ 4 u 


30 lassen sich die Summen 


(\ OO 


tens gemäss der Substitution (4) als lineare Ausdrücke von 
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ST 
darstellen, deren Koöffizienten aus den Substitutions-Koeffi- 
zienten 
Ay; A; do ... An—2 
gebildet sind. Zweitens hat man den Beziehungen (3) analog 
für 
Mm<—n 
rd [ 
+4,19, +29, —=0 
Su, 9, + 9195 + 9391 + 39; = 0 


Om =} 91 Sm—1 ei ‘vB Im—2 en Im-—151 Hr MIm— 05; 


woraus, da 


u 
sein soll, folgt: 
[sı = 
,—0 
(10) 10,0 
. Sn-1—0. 


Dies sind die Gleichungen, welche die Konstanten 
Ga ÜBEN NOTE 
erfüllen müssen, damit die reduzierte Form 
Y”"+m=09 


erreicht sei. Die Grössen 


Ay; A; (ds, le nd 5 UAn—2 


sind also als die Unbekannten der Gleichungen (10) au 
zufassen; jene Gleichungen sind, wie man sofort übersieht in 
Bezug auf diese Grössen der Reihe nach von den Gradzahlen 
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und enthalten als Koeffizienten Kombinationen der bekannten 
Grössen 


Su N Das Witte 
Für 


Rn=D 


d. h. in Bezug auf die algebraische Gleichung 5ten Grades 
bekommt man z. B. die vier Bedingungen 


s,—=0 vom Grade 1) 


0,0 > » 2 | 

(11) 
0, —=0 » » 3 
%,—=0 » Rd, 


woraus allerdings durch Elimination eine Endgleichung vom 
24sten Grade entstehen würde. Das Problem der Reduktion 
erscheint deshalb unmöglich, insofern die Gleichungen nicht 
durch ein besonderes Verfahren auflösbar sein mögen. 


3. BRING-JERRARD’sche Transformation. Durch diese 
Transformation wird die allgemeine Gleichung fünften Grades 
auf die Normalform 


y+5sy— 4r 
zurückgeführt. Hierzu dient die Substitution 
ya, +48 +02?” +a,2? +»° c12) 


mit vier unbestimmten Konstanten. 

Da es sich um das Wegschaffen von drei Gliedern aus der 
ursprünglichen Gleichung handelt, würde man aber geneigt 
sein, eine Substitution mit drei Konstanten 


y=a, +02 +4,28? +2 (12a) 


‘als hinreichend anzusehen. Zu erfüllen sind in der Tat nur 


Ep Bedingungsgleichungen 


°;—0 vom ersten Grade | 


| 
v el » zweiten Grade (13) 


| o—0° » "dritten Grade. 
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Man stosst aber dabei auf eine Gleichung sechsten Grades 
und insofern dieselbe sich nicht herabdrücken lässt, führt die 
Substitution (13) also nicht zum Ziele. Es wird aber vom 
Nutzen sein auf die bezüglichen Reduktionen etwas näher ein- 
zugehen, um zu zeigen wie und warum die Substitution (13) 
nicht ausreicht. 

Da es sich hier um eine ganz besondere algebraische 
Aufgabe handelt, empfiehlt es sich die Bezeichnungsweise 
etwas zugänglicher anzuordnen, indem wir die Unbekannten 


Oneaurrds 
lieber mit 
RO RIR 


bezeichnen und die aufzulösenden Gleichungen (13) folgender- 
massen andeuten: 


Dir yya) U 
(14) L,(2,y,2)—0 
L.2, WU) 


wobei L,, L,, L, Ausdrücke von je dem ersten, zweiten und 
dritten Grade in 
RR 


darstellen, die die Bezeichungen 


O4 Sud 400% 


oO 


ersetzen mögen, 


Wir haben also: | 
L,(&,y,2)=A,2e+B,y+(C,2+D, 
L,(&, y,2)= 4,2%? + B,xy + 0,22 + D,y? + E,yz + F,2? 
+@,2 + H,y+ K,2.+B, 
L;(&,y,2)—= 4,2° + B,Xy + 0,02 + D,ay? + E,0y2 
+ F,2?+G,yY + ee N Re - 


+P,2 + Q,Y+ R,2 + 8,- 


4. Über die Auflösung eines Gleichungssystemes 


en RA, N) 
(15) . L,(&, Y; z)—= 0 
2. Y; 2)—=0. 
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Wir setzen 


z=&+$&,X 
y-ntYı! (16) 
ae 


in der Absicht die Grössen 
ERST, ee 


so zu bestimmen, dass die zwei ersten der vorgelegten 
Gleichungen, nähmlich 


2 ) 
n (17) 


erfüllt werden, indem die Grösse 


\ 
arbiträr bleibt. 
Gelingt nähmlich diese Bestimmung, dann reduziert sich 
die Gleichung 


I,(@&,9,2)=0 


auf eine Gleichung dritten Grades in %. Anderswie als durch 
die Annahme (16) würde die Endgleichung sechsten Grades 
sich nicht herabdrücken lassen. 

Wenn wir mit Rücksicht auf (16) die beiden Gleichungen 
(17) nach Potenzen von 
N 


zerlegen, so erhalten wir das folgende System von fünf 
Gleichungen: 


Beebınrt,:+D,=0); 4,5, + Bını + 06, =0°) 


hen HF 0,5 + D, N? + E,1. HP, 
+@G@,8+H,n+K,{+1L,=0°) 


Are + b,len +8) + 0, (Ei, + 5) + 2D, N 
+ Bla +18) +2,55, + 581 + Hyını + RK, = 9% 


BB, + Cshrlı + Di + tn rt) 
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Von diesen Gleichungen sind 
1) und 2): linear 
3) und 5) : quadratisch 
4) : bilinear. 
Die Gleichung (4) ist nähmlich, wie sofort ersichtlich ist, 
einerseits linear in Bezug auf das Grössensystem &,7,{; 


anderseits » » > » » » ER 


Da es sechs Unbekannte, aber nur fünf Gleichungen gibt, 
können wir £ als arbiträr ansehen und z. B. 


EN] 
setzen. Es ergeben sich dann 
& und 7 
aus den Gleichungen 
1) und 3) 


vermittelst einer Gleichung zweiten Grades. 
Nachdem die Grössen 


en 
in der Weise bestimmt worden sind, wird die Gleichung 4) 
linear. Es ergeben sich dann 
&, und 7, 
aus den linearen Gleichungen 
2) und 4) 
als lineare Funktionen von 
Er 
Werden schliesslich diese Ausdrücke in 
5) 
eingesetzt, so erhält man eine Gleichung zweiten Grades in 
5 


wodurch diese Unbekannte bestimmt werden könnte. 
Es zeigt sich aber, durch Ausführung der Rechnung, dass 
diese Bestimmung fehlschlägt, indem sich nähmlich eine Be- 
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dingung zwischen den eingehenden Konstanten ergibt. Dies 
wäre übrigens aus den Gleichungen (17) und (16) leicht 
vorauszusehen gewesen. Es ist indessen von Interesse den 
Grund hierzu aus den Gleichungen 1), 2), 3), 4), 5) selbst 
abzuleiten. 


"Von diesen Gleichungen sind 


1) und 3) nicht homogen 
2) und 4) homogen und linear in Bezug auf &,,7,, Ci 
5) homogen und quadratisch in &,,9,,&,. 


Nachdem also 
NL 
mittels der Gleichungen 1) und 3) bestimmt worden sind, 


ergeben sich aus 2), 4), 5) zwei linear-homogene Gleichungen 
und eine quadratisch-homogene Gleichung, nähmlich 


2a + By + C,&,;,=0 
72,7, + Bun.H O5, = 0 
Ds, + rain, + Di + Em&ı + F,&=0 


Weil diese Gleichungen homogen sind, haben wir in der 
Tat nur zwei unbekannte Grössen zur Verfügung nähmlich 


7. B. 


‚ 
hc) 


1! 1 


und es ist also offenbar unmöglich die drei Gleichungen zu 
befriedigen, ohne dass eine Bedingung auf die Konstanten 
gelegt würde. 

Dies ist auch der Grund, warum eine Substitution (13) 
mit nur drei Konstanten nicht ausreicht und warum zu der 
BRING-JERRARD’schen Transformation die Substitution mit 
vier Konstanten 


yY—gd, tdıC + Q,2” +a,2° + 
herangezogen werden muss. Hier soll nun zunächst gezeigt 


werden, dass die Transformation in dieser Weise ausführbar 
ist. 
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Indem wir fernerhin noch die unbekannten Koöffizienten 
Qa9> 8ı> Ag, Az 
mit 
CU) MS RR 
bezeichnen, so ersehen! wir sofort, dass die Bedingungs- 
gleichungen 


6, — 0 
=) 
0,=0 


sich folgendermassen ergeben 
L,(& Y,2, u) —0 
L,(2, y, 2, u) =0 
I: (2 ya ur 0% 
wobei L,, Z,, L, Ausdrücke von je dem ersten, zweiten und 


dritten Grade sind. 
Wir haben also: 


L,(2,9,2%,u)=4A,2 + Buy Ge D a7 
L,(z, y, 2, u) = A,;% + B,2y+ C,224+ D,eu TEry 2 
+G,2x+H,y+K,2+L,u+M, 
D,(2,y,% u) = 4,224 B,2y+ O,2°2 + D,x?u + E,xcy? 
+ F,xy2 + @,22u+ H,y?+ 
+P;32 + Q@:y+ Rz?e+8,;u+T, 
und es handelt sich darum, das Gleichungssystem 
I un, u) 
Bein 2 el 
18,920) 


welches aus drei Gleichungen besteht, aber vier Unbekannte 
einschliesst, aufzulösen. 


5. Auflösung eines Gleichungssystemes 


L,(&, Y,2, u)=0 
(18) Lt, Y, 2, u)—=0 
IH EU, 2 a), 
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Die Auflösung dieses Systemes, wollen wir nach derselben 
Methode auszuführen versuchen, die im vorigen Abschnitte 
auseinandergesetzt worden ist. Wir setzen also 


KL —cH EX 
Yanııı?) | 
u=d+d,1\ 


in der Absicht die Grössen 
& EN N Re AR d, 


so zu . bestimmen, dass die zwei ersten der vorgelegten 
Gleichungen, nähmlich 
ale. y,2 U) 0 
(8 Y | (20) 
Bei, 2,0) = oJ 
erfüllt werden, indem die Grösse 
A 
arbiträr bleibt. 
Zerlegen wir die Gleichungen (20) nach Potenzen von A, 


bekommen wir ein System von fünf Gleichungen, das sich 
von dem oben angeführten Systemen der Gleichungen 


nur dadurch unterscheidet, dass jetzt zwei neuen Veränder- 
lichen 
0,1704 


hinzukommen. Wir erhalten nämlich die folgenden Gleichungen: 
A,s+Bin+CL +Dv+E,=0'), A,5, + Bin +12 + Dıdı=0°) 


Az&® + Bu&n + O3&% + D,&o + Em? + 
+ G@,8;, + H,n+K,6+L,.2+M,=0°) 


24,8%, + B,(en, +11) +03 (&&ı +5,.9)+D;(Svı+810) 
+2E,19ı + +@s5ı +Hstı +K 3,5, +1301°) 


Er, nr B, 0 - 25646, + D,5107 + Den. BSR —0,°) 


deren 
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1) und 2) linear 
3) und 5) quadratisch 
4) bilinear 
und ausserdem 
1) und 3) nicht-homogen 
aber 
2) und 4) homogen-linear in &,, 1 61: dı 
5) homogen-quadratisch in &,;, 14; £1, dı 
sind. | 
Fangen wir damit an 


C und » | 
beliebig zu fixiren, z. B. gleich Null zu setzen, so erhalten 
wir aus 

1) und 3) 
die Grössen 

5 
vermittelst einer Gleichung zweiten Grades. Hiernach wird 
die Gleichung 7 

4) 
linear in 

&1> Ni» 1» dı- 
Wir haben jetzt die rückständigen Gleichungen: 
2) 4) 

5) 
zu betrachten. Dieselben sind nach dem Angeführten von 
der folgenden Form 


4,&4+Birı+C1&ı + Didı=0d); Aıı r Pin +2 
A, + Bel +la38ılı + Dassıdı + Ban + —0°). 


Hier haben wir jetzt dreı unabhängige Grössen zu Ver- 
fügung, nämhlich 


ı, EMS, 


Dal or ie 
Es empfiehlt sich daher 
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zu setzen, wodurch wir folgende Gleichungen bekömmien: 
A 181 +BıNı +0,£& +D, zu, A7,S, +Binı = 0,8 70-0) 
A, + Bam + 03516, ++ 0°), 
die nicht-homogen sind. Hieraus lassen sich 


R ” 
E17 N1> 51» 


wie unmittelhar ersichlich ist, mittelst einer Gleichung zweiten 
Grades im Allgemeinen bestimmen. 


Hiernach werden die ursprünglichen unbekannten 


a 
Fee 
z=c#+L,\ 


uU=d+D,\ 
EA Funktionen der einzigen noch unbestimmten Grösse 
x. 
Werden dieselben in die dritte Bedingungsgleichung: 
L,(2,y,2,u)=0 
eingesetzt, so ergibt sich für % eine Gleichung dritten Grades 
Ber are, 0, (21) 


die die vollständige Lösung des Problems herbeiführt, indem 
nähmlich jetzt 
EUREN D 

in der Weise vollständig bestimmt sind, dass das Gleichungs- 
System (15) 

L,(&,y,2,u)=0 

L,(x,y,2,u)=0 

L,(x, y,2,u)=0 


oder, war dasselbe ist, das System 
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1°: = 9, —=09 
(22) {0, = 0 oder, 0 
Bh User 


befriedigt wird. 

Hierdurch ist, nach dem was oben angeführt wurde, die 
allgemeine Gleichung fünften Grades auf die JERRARD- 
Brine’sche Form 
(23) YtQYyrg— 0 
reduziert worden. 

6. Zusammendrängte Form der Auflösungsmethode für das 
Gleichungs-System 
Le 9,2,2)=0 l1sten Grades 
Is1%, y, 28 U) 0 2ten Grades 


= 


L,;(z, y,2,u)=0 3ten Grades. 


Wir wollen hier eine kürzere Bezeichnungsweise ein- 
führen, indem wir das aufzulösende System einfach in der 
folgenden Weise schreiben: 


| L,(&)—=0 
(24) 2,(2)=0 
| L,@)=0, 
wobei im Allgemeinen 
Lm(&) 


ein Ausdruck mten Grades in gewissen Grössen 
ZN 
ist, deren Anzahl vorläufig unbestimmt gelassen und mit 
n 


bezeichnet werden mag. In unserem Falle sind mindestens 
vier Unbekannte 
DER NUR 


Statt mit x,y,z,... können wir uns auch die Unbekannten 
der Gleichungen (24) als mit den Zeichen 


a N 
angegeben denken. 
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Zur Auflösung der Gleichungen (24) setze man zuerst 
2=&+&,\1, (25) 


welche Sustitution als symbolisch für die Substitution 


z=&+8&,\ 
Yyantnı! 


uU=d+D,\ 
gelten mag. 


Sobald die Substitutions-Koäffizienten, kurzweg 
En Er 


bestimmt worden sind, findet sich die unbestimmt gelassene 
Grösse 
A 


wie vorher aus der dritten Gleichung 
L;(&) 
als Wurzel einer Gleichung dritten Grades 
Kırcketceite,=0. (26) 


Das Problem ist also auf die Auflösung des einfacheren 


Gleichungs-Systemes 
L(&)=0 
ı@) (27) 


L,(2)=0 


reduziert. Zerlegen wir, wie vorher, diese Gleichungen nach 
\ bei Anwendung der Substitution (25), so erhalten wir das 
folgende System 


L,@)=0 L,(&,)—=0 
ee 0 (28) 
L,($)=0 L,(&,)=9. 


Bemerkung. Der Kürze halber bezeichnen wir Funktionen 
ersten Grades, ohne Rücksicht auf‘ deren spezielle Form, 


durchweg mit 
| 2 
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Funktionen zweiten Grades durchweg mit 


In: 


Für die bilinearen Funktionen in Bezug auf zwei Grössen- 
‘Systeme & und &, haben wir die Form 


L11(&4) 


als zweckmässig adoptirt, nach welcher das Verhalten der 
Funktionen nicht nur durch die Indices 


11 


sondern auch durch eine im Funktionszeichen angegebene 
symbolische Kombination der Veränderlichen 


S&, 
angegeben worden ist, so dass hierdurch angedeutet wird, 
‚dass etwa 


L,16&,)= A&&, + Bun + 00%, + Din +BEL, + 
+aö+bn+ci+di, +en, +flı +9. 


Nun ist offenbar das System 


L, (2) ——0 
(29) I 


für sich auflösbar. Also reduziert sich (28) auf ein System 
der Form 


(30) Be L,(&,)=0 

L, (&,) —0 
weil die bilineare Gleichung 

L,; 1 (&8,) = 
nach der Bestimmung von 
& 

in die Form 

L; (&;) —0 


übergeht. Die Gleichungen (30) sind alle homogen. 

Wir haben also jetzt zwei Gleichungen ersten Grades 
und eine Gleichung zweiten Grades vor. Wenn, wie in un- 
serem Falle, mindestens drei Grössen 
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& N %ı 
b) b) a 


zu Verfügung sind, so ist das System (30) offenbar auflösbar, 
denn, setzt man z. B. v, =1, so ergeben 


2, V und. 2, &,)= 0 
&; — lineare Funktion von [, 
ee ee 
wonach die Gleichung 
2,(5,)—0 


sich auf eine quadratische Gleichung: 
Gras ro —0 (30 a) 


reduziert, welche die Grösse {, bestimmt. 


Es ist damit bewiesen worden, dass ein Gleichungs- 
System von der Form 


b,(2) = 0 
2) —0 
te) 0 


mit vier Unbekannten jederzeit aufgelöst werden kann. 

Wie wir gesehen haben folgt hieraus als Konsequenz die 
Reduktion der Gleichung fünften Grades auf die von BRING 
und JERRARD erreichte Form. 


7. Wegschaffung von vier Gliedern einer algebraischen 
Gleichung. | 

Durch die JERRARD’sche Transformation können also aus 
einer gewissen algebraischen Gleichung das zweite, dritte und 
vierte Glied, im Ganzen drei Glieder, weggebracht werden. 
Wir wollen es jetzt untersuchen ob auch mehrere und zu- 
nächst wer Glieder weggeschafft werden können. Zu einer 
solchen Reduktion ist. die Auflösung eines Systemes von vier 
Gleichungen: 


L,(£)—=0 vom 1sten En 
— 2 ) 
Baer u »), 2ten > (31) 
DL, 2-0" » ten > | 
Lear Or; s4ten » 
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erforderlich und hinreichend. Die Anzahl der unbekannten 
mag vorläufig unbestimmt gelassen und mit 


n 
bezeichnet werden. 


Um die Auflösung des Systemes (31) zu erreichen, setzen 
wir zuerst, wie vorher, 


2=&+&,1. (32) 
Dabei reduziert sich die letzte der Gleichungen (31) 
L,(2)—=0 
auf eine Gleichung vierten Grades 
(33) Mo, +GN ++ =0, 


woraus die Grösse 
x 


gefunden wird, sobald es gelingt das übrigbleibende System 


as nt) 
(34) L,(2)—=0 
Ir. (x) — 0 
durch die Substitution 
x—=&+ E51 


zu befriedigen, ohne dass dabei 


A 
bestimmt wird. 


Löst man nach Potenzen von X auf, so ergibt sich aus 
(34) das folgende System: 


L,()—=0 L,6&,)=0 
L,16&5)=0 
(35) 1L,(&)—0 | Lt) 0 
L,,(&,)= 0 L,,65)=0 
L,()=0 L,(&)= 0 


wo in Analogie mit der früheren Bezeichnungsweise 


L;;; Li: 
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quadratisch-lineare und linear-quadratische Funktionen in Bezug 
auf die beiden Grössen-Systeme 
& und £, 


bezeichnen, so dass z. B. 


Dee) Art as IDinER: en UR%, 
+ Den + En + 
+ Find +@önn, +HELE, + 
a er RE re vn, 
Sämmtliche Gleichungen sind in Bezug auf das Grössensystem 


&; homogen. Nun sind aber nach dem früher gegebenen 
Beweise die Gleichungen 


aus dem Systeme (35) für sich auflösbar. Zu betrachten 
bleibt also nur ein System | 
L,(&,)=0; Z,(&,)=0; L,(&,)=0 
L,(&,)=0; L,(&,)=0 (36) 
LS (8 I ) Zn 


das aus den übrigbleibenden Gleichungen in (35) hervorgeht, 
sobald die Grössen 


& 


als bekannt vorausgesetzt werden können. 
Zu lösen sind also jetzt 


drei Gleichungen 1sten Grades . 
zwei » 2ten » 


eine » sten » 
Weil diese Gleichungen homogen sind, ! müssen wir annehmen: 
n—1>6. 


! Die Anzahl der Unbekannten in (36) ist demnach auf n—1 zu 
reduzieren, indem eine derselben gleich Eins gesetzt wird. 


(39) 
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Das System (36) behandeln wir jetzt in analoger Weise 
wie das System (24), indem wir nämlich setzen 


(37) mertzl, 


welche Gleichung als Repräsentant für n—1 verschiedene 


Substitutionen hingeschrieben worden ist. Dabei ist 


I 
eine Grösse, welche der früheren Grösse 
N 


entspricht. Der Einfachheit halber sind hier als neue Koöffi- 
zienten die Bezeichnungen 


x und z, 


mit & und 5, alternierend gebraucht worden, was kein Miss- 
verständsnis herbeiführen dürfte, indem man sich zu ver- 
gegenwärtigen hat, dass die letzten Grössen x, x, mit den 
ursprünglichen unbekannten x nicht zu verwechseln sind. 


Sobald die Grössen 
x, 
bekannt sind, ergibt die letzte der Gleichungen (36) 
L;)=0. 


Zu Bestimmung von 
l 


eine Gleichung dritten Grades 
(38) P+c®+0o1l+0=0. 


und es erübrigt zu Bestimmung von x, x, indem man die 
rückständigen Gleichungen (36) nach Potenzen von 


I 


zerlegt, ein Gleichungs-System von der folgenden Form: 


L,(@)=0; L,(@,)=0 | Zi@)=0; 2, )=0|Z,(m)=0; Z,(@,)—0 


L, (8x, )—0 L, (xx, )—0 


L,(x)=0 L,(&,)=0 | L,()—0 L,(«,) 
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Dies sind zwölf Gleichungen und deshalb müssen mindestens 
zwölf Unbekannte vorhanden sein, war auch der Fall ist, 
sobald | 

RR, 


Um.die zwei Systeme von Grössen 
Punk en, 


zu bestimmen, nehmen wir zunächst diejenigen Gleichungen 
zusammen, welche nur 

ch 
enthalten, nämlich: 


L,(&) = 0 L,(@)=0 N 


Do a s. 


— d.h. drei Gleichungen ersten Grades. und zwei Gleichungen 
zweiten Grades. Sind diese Gleichungen durch ein gewisses 
Wertsystem 

x 


befriedigt, zo bleibt von den Gleichungen (39) noch das fol- 
gende System von homogenen Gleichungen: 


Li(2,)=0: L,(2,)=0; Dia, )V: Pl wo “ 
DL,(2,)=0 L,(2,)—=0 = 


— d.h. fünf Gleichungen ersten Grades und zwei Gleichungen 
zweiten Grades — im Ganzen sieben Gleichungen. Wir ersehen 
hieraus weil die Gleichungen homogen sind, dass die Zahl der 
Unbekannten mindestens acht sein muss und dass 


n—2>17 


anzunehmen ist. Fixiren wir beliebig eine der Grössen x, , 
so werden die Gleichungen (41) in Bezug auf die übrigen 
nicht-homogen. 

Es ist schon ohne weiteres ersichtlich, dass die Systeme 
(40) und (41) auflösbar sind. Betrachten wir z. B. die 
Gleichungen (40), so können wir erstens durch die linearen 
Gleichungen 

L,@)=0; L,@)=0; L,(@)=0 


‚drei Unbekannten als Funktionen von den übrigen bestimmen, 
und hiernach von diesen übrigen Unbekannten so viele ar- 
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biträr fixieren, dass nur zwei Unbekannte noch bleiben, zu 
deren Bestimmung die Gleichungen 


DI) 


gerade hinreichen. Diese Gleichungen enthalten dann zwei 
Unbekannten und sind zweiten Grades. Die Auflösung redu- 
ziert sich also auf eine Gleichung vierten Grades. 

Dasselbe gilt von dem Systeme (41). Werfen wir jetzt 
einen Überblick über die ausgeführten durchaus elementaren 
Operationen, so findet sich also, dass ein Gleichungssystem: 


1, l1sten Grades 

BR ()=0 2ten » 

L,(2)=0 3ten » 

L,(2)=0 4ten » 
jederzeit auflösbar ist, sobald die Zahl der. Unbekannten 
Grössen 


© 
angenommen wird 


n>9. 
Hierbei sind folgende Operationen auszuführen: 


Auflösung: 
1:0) einer Gleichung 4ten Grades (33) 


MH’ +,” +czi+c,=0d 


2:0) eines Systemes: 


L,()—0 
DIE) 0 
Li)=%, 


das sich reduziert auf die Auflösung 
1) einer Gleichung 3ten Grades (26) 
”+CNM+eoi+c,—=(0; 


2) einer Gleichung 2ten Grades 
(29) 
» » lsten >»; 


3) einer Gleichung 2ten Grades 
(30), (30. a) 
zwei Gleichungen 1sten » 
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3:0) eines Systemes (36): 
L,(&,)=0 L,(&,)=0 L,(&,)=0 


das sich reduziert auf die Auflösung: 


1) einer Gleichung 3ten Grades (38) 
P+re,®te,ite,—0; 


2) zwei Gleichungen 2ten Grades 
drei > lsten » Sr 


3) zwei Gleichungen ?2ten Grades 
fünf » lsten » nn 


Das System (31) ist also unter der Bedingung 


n>9 


immer auflösbar durch: 


1 Gleichung 4ten Grades 
2 Gleichungen 3ten  » 
6 » 2ten » 

11: > lsten » 


Für die Gleichung fünften Grades ergibt die TSCHIRNHAUS- 
Substitution aber nur vier unbestimmte Koöffizienten, denn 
diese Substitution hat die Form: 


ya, +t4;C%+a,® +a,2° +. 


Zur Ausführung unserer Transformation sind aber mindestens 
neun unbestimmte Grössen erforderlich und dieselbe würde 
also erst auf eine Gleichung zehnten Grades. anwendbar 
werden. 


8. Reduktion der Gleichung sechsten Grades. 

Da es hiernach notwendig wird die Gleichung fünften 
Grades anderswie als durch die TSCHIRNHAUS-Transformation 
aufzulösen, so wollen wir hiernach die Voraussetzung machen, 
dass die Auflösungen der algebraischen Gleichungen bis zum 
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fünften Grade inklusive bekannt sind, dann aber untersuchen, 
ob sich die Gleichung sechsten Grades durch eine TSCHIRNHAUS- 
Transformation auf lösbare Form algebraisch zurückführen 
lässt. Dies wird erreicht, wenn es gelingt die Gleichung 
sechsten Grades — die sich dadurch anzeichnet, von Primzahl- 
grade nicht zu sein — auf die Form: 


(42) y°+ Ay! + BP +0 =0 


zu überführen, d. h. die Bedingungen 


= 
5 —=0 
%,—=0 


zu befriedigen oder ein Gleichungssystem von der Form: 


Be. 
(43) L;(&)—0 
nat 0 


aufzulösen. 
Indem wir uns immer noch an die oben ang oB eh 
Auflösungsweise halten, ist hierbei zu setzen: 


= & + &5 x . 
Sobald die beiden Gleichungen 


FRE 


w L;(&)=0 


hierbei sich befriedigen lassen, ohne dass dabei % bestimmt 
‚ wird, ergibt sich die dritte der Gleichungen (43) in der Form: 


(45) P+nMHh HA + ht 0 


und wird als auflösbar vorausgesetzt. 
Zerlegen wir aber die Gleichungen (44) nach Potenzen 
von A, so ergeben sich die folgenden Gleichungen: 


(46) L,(d)=0 L,(&,)=0 
L,()—0 L5,(&8,)—0 L,,(&&)—=0 L;(&,)=0 


Nachdem wir die Grössen & aus den Gleichungen 
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L,(2)=0 
L,(9)—0 


bestimmt haben, ergibt sich also das folgende rückständige 
System homogener Gleichungen [Vergl. Note pag 19]: 


L,6&,)=0 Dune en | 


L,(&,)—0 (47) 
L; (&ı) 0 | 
Diese Gleichungen — vier an. der Zahl — erfodern daher 


mindestens fünf Unbekannte und es ist 


n—1>.4 

zu setzen. 

Die bezügliche TSCHIRNHAUS-Substitution ist nun der Form 

yaayta;%+a,X +a,0° ta, xt +2? 
und enthält also in der Tat fünf unbestimmte Konstanten. 
Da aber hierdurch die vier homogenen Gleichungen (47) nur 
vier wesentlich verschiedene Konstanten enthalten, kann man 
voraussehen, dass deren Auflösung sich auf eine Gleichung 
6ten Grades reduzieren wird. Dies ergibt sich auch, wenn 
man es versucht, die Gleichungen durch Substitutionen: 
&,—ttazl 
zu zerlegen, weil alsdann entweder 
n— 2=4 oder &,;=1,={, =’, =0,=0 

sich herausstellt, wonach X aus den Ausdrücken 


verschwindet, so dass eine Gleichung von der Form (45) 
überhaupt nicht erhalten werden kann. Hierauf scheitert 
die Reduktion der Gleichung 6ten Grades auf die Form (42). 
Dagegen wird man die Gleichung 6ten Grades durch die 
angeführte Transformationsmethode immer auf die Form: 


y+ Ay +By+(0=0 (48) 
oder auf die zuweilen geeignete Form: 


y+4Ay+BbypP+C=0 (49) 
reduzieren können. 
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9. Die Anwendung der TscHIRNHAUS-Transformation zur 
Reduktion algebraischer Gleichungen wird also, wie aus dem 
Angeführten hervorgeht, im Allgemeinen nicht zu algebraisch 
auflösbaren Formen führen, sondern kann nur dazu dienen, 
dieselben in sporadisch vorkommenden Fällen durch Weg- 
schaffen einiger Zwischenglieder auf gewisse Normalformen zu 
überführen, was immerhin von grosser Bedeutung für die 
Theorie sein kann. Hierbei stellt sich nun die Aufgabe aus 
einer Gleichung nten Grades | 


2 a N a a a... 


eine Anzahl von m Zwischengliedern mit Hilfe einer Sub- 
stitution 


ya taycH str Hart 
wegzuschaffen, ohne dabei Gleichungen höheren Grades als 
n—]1 


in Anwendung zu bringen. Die nähere Untersuchung, bei 
welchen Werten von 


m und n 


dies möglich sei, würde sich im Anschluss an die oben an- 
geführten Auseinandersetzungen wohl ausführen lassen, uns 
aber hier zu weit führen. 


Il. Über eine zweckmässige Auflösungsmethode 
reduzierter algebraischer Gleichungen. 


10. Bei jener Sachlage ist es erwünscht, über eine Me- 
thode zu verfügen, durch welche man algebraische Gleichungen, 
die durch TSCHIRNHAUS-Transformation auf geeignete Normal- 
formen gebracht worden sind, auflösen kann. Nach dem, 
was auseinandergesetzt worden ist, und da eine endliche 
Lösung durch Wurzeln schon bei der Gleichung fünften Grades 
nicht existiert, müsste eine jede diesbezügliche Auflösungs- 
methode sich voraussichtlich auf eine unendliche Reihenfolge 
von algebraischen Operationen reduzieren. 
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Im Folgenden will ich noch eine geeignete Auflösungs- 
methode dieser Art angeben, die für die Gleichungen fünften 
und sechsten Grades näher ausgeführt werden mag. 


Die Gleichung fünften Grades bringe ich zu der folgenden 
Normalform: 


0+5a0?=3b, (50) 


die hier die angemessene ist. Man setze jetzt, im Anschluss 
an die Carpan’sche Substitution für die Gleichung dritten 
Grades, in dem vorliegenden Falle: 


e=4A+B+O. (51) 
Bei der Bildung der Potenzen dieser Grösse, lege man auf 
A, B, © die Bedingung! 
AB+AU+BÜ=0. (52) 
Ohne Schwierigkeit bekommt man jetzt nach und nach: 
[A+B+C]’=4°’+B+0 
Ar B+Ce?=4°+5°+0°—3 ABC 
[A+B+Cf=4:+Bt+0—4ABO0.[4A+B+ÜC] 
[A+B+CP=4°+B°+0°—54ABO0.[4A+B+C]. 
Nachdem hiernach der Wert von ®° in die Gleichung (50) 


eingesetzt worden ist, wird diese Gleichung befriedigt, wenn 
man die Bedingungen: 


AB ca ty 


AB+AC+BÜUÜ=0 (53) 
ABC — 
feststellt. 
Setzen wir jetzt: 
A=:: Ben) 0-5, (54) 


! Die vollständigere Bedingung 
ABtTAC+BC=k(A+B+O) 


die im Falle der Gleichung vierten Grades auf die EuLER’sche Auflösung 
führt, ergibt in unserem Falle durch anderweitige Bestimmung als 


k=0 
keine Vereinfachung. 


28 ARKIV FÖR MATEMATIK, ASTRONOMI OCH FYSIK. BD3. N:OD. 
so wird die Wurzel die Form: 

1 1 1 
(59) Q— 5 +19 +8 


haben. Dabei ergeben sich gemäss (53) drei Bedingungen für 
&, n, & nämlich: 


ran 20 
End — 03 | 
sowie eine dritte Bedingung, die aus der mittleren Gleichung 
folgendermassen sich ergibt: 
0=[AB+ AC + BOP=4°B3+ 450? + B°O°’+5(ABO)’(A+B+C), 
d.h, 
0—=&n+8&56+n+5a?.o 


Wir haben also das System: 


Ey t=db 
En+&t+n=— 50°0 
Ent —=q?, 
woraus folgt, dass 


die Wurzeln einer und derselben Gleichung dritten Grades 
sind, nähmlich: 


8 — 3b —5a°9.E—ad—=0 
7 — 3b? —5a9.,n— a’=0 
Ge —3b — 5a°9.5 — ad —0. 


Hiernach hat man 


$=-b+r 
(56) =bd+y 
C=b+2z 


und dabei zur Bestimmung von x, y, 2 drei ähnliche Gleichun- 
gen dritten Grades 


> + 3st= 21 
y’+3sy= 21 
23 +3s82 —= 21 
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mit den Wurzeln 


<—=[t+Vr+ 8]+ Be 


2 V3 ee 
= 24 ve+sp+ SE Ben Versi \ (57) 
—1-— a Var en iV3 et 
=  — [+ VR+3s]$ + Of Vers]. 


Zur Bequemlichkeit setze man dabei: 


s—=s, +s,9 
u a | 
wobei (58) 
i 9.10 2 3 
Bibi: td, % 5 ö 
lad; ab 


Als Ausgangspunkt nehme man einen gewissen Wert 
=b, 


und berechne nach den angegebenen ‚Formeln die entsprechen- 
den Werte von 


0 6 
Es ergibt sich dann ein erster Annäherungswert der Wurzel ©: 
9, =8+p +. 


Diese Funktion, die aus algebraischen Operationen hervorgeht, 
bezeichne ich mit 


ur—n(O,). 


Bei widerholter Operation R bekommen wir einen neuen Wert, 
den ich mit 


4, — R2(O,)— (97) 
bezeichne. Setzt man allgemein: 
Bere.) hd); (59) 
so ergibt sich also die Wurzel in der Form; 


8—lim Rw(6,). (60) 
n= Rn 
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Beispiel. Für die Gleichung: 


05+508°+3=0 
hat man: 
a=+1l; b=—1 
und fernerhin: | 
log 5, = 0.00000, log it, = 9.69897, 
logs,; — 0.221385, log t, = 0.397945. 


Bei der Annahme 


9,=0 
bekam ich so: 
log 
lte Approx. 0.10459, 
2te » 0.230691 
3te » 0.25270, 
4te » 0.25654, 
5te » 0237185 
6te » 0.25732, 


wonach als Limes-wert sich ergibt: 
log $ = 0.25735,. 


Bei der Berechnung hat man darauf Rücksicht zu nehmen, 
dass man im jedem Falle die richtigen Vielfachen von 


IT 


nimmt. Die erste Annäherung bewegt sich im Gebiete des 
Casus irreductibilis der Gleichung dritten Grades. Die fol- 
genden aber gehören dem ordinären Falle an. 

1l. Die hiermit angegebene Auflösungsmethode der 
Gleichung fünften Grades, ist einerseits der Auflösung der 
Gleichung dritten Grades 


0 +3a0 = 2b 
durch die Substitution : 
=A+B 
analog, besitzt aber noch den Vorzug, verallgemeinert werden 


zu können, wie aus der hier noch anzuführenden Auflösung 
der Gleichung sechsten Grades ersichtlich wird. 
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Aus Gründen, die bei der folgenden Analyse hervorgehen 
werden, setzte ich die Normalform der Gleichung 6ten Grades 
folgendermassen an: 


9° + 600? + 650: —c. (61) 
Ich nehme an: 
H=-A+rRBrldHD (62) 


und habe die Potenzen dieser Grösse zu entwickeln. 
Es wurde dabei von vornherein die vereinfachende Be- 


dingung 
AB+AC+AD+BC+BD+CD=k(A+B+C+D) (63) 
festgesetzt, wo 


k 


eine Grösse ist, die im vorigen Falle gleich Null gesetzt 
wurde, hier aber wie bei der Gleichung vierten Grades un- 
bestimmt gelassen wurde. 


Im Laufe der Rechnung zeigte es sich aber, dass eine 
. andere Bestimmung von % als 


k=0 


auch in diesem Falle keinen Vorteil bietet. So bekommt 
man aber nach und nach: 


B—E rn r+lir+ ne. (64) 
Dabei haben wir gemäss (64) 
En törn=datr ce 
Eniy— 0b, 


Um weiter zu gehen, muss man die erste der Gleichungen 
(64) zum 6ten Potenz erheben. Setzt man aber: 


UNSURC 
B,=4ABD 
es Akeyn) 
DIROD., 


so wird, wie leicht ersichtlich ist, 
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4A,B;, +4,04 4yDy+Bj6C, + BD, FO, 
Daher gelten für die Potenzen der Grösse 
A,+B,+Cı+D; 
dieselben Formeln wie für | 
A. BESOE EN 
Hiernach bekommt man mit Leichtigkeit: 
[ABC+4ABD+ACD+ BCD]°=4A®B®C*‘+ A°B6D6+ A®C°D*+ BSCED® 
— 6a?b°’— 6a?b?(A+B+C+D)—3b:(A+B+C+D)? 
d. h. die Bedingung: 
EnS+ ind +&io+tnv=ai+ 6a?b? 
+60 
Hab ar | 
Es erübrigt aber noch eine Beziehung für die Grösse 
Sn+&i+äop+tnitn+b 
abzuleiten. Zu diesem Zwecke nehmen wir die Gleichung 
AB+AU+AD+BCOC+BD+CD=0 


vor. Hieraus finden sich successive die Potenzen und im 
besonderen aus der sechsten Potenz dieser Gleichung die 
Beziehung: 
En +ss+sp nit + lo=3at— 20 
— 1845? 
— 18a?bo? 
en 2a? 93 
+ obs 
Da wir also jetzt haben: 
S+n+&+v=3at+c - 
en +st+äo +1 + ne +lo—=dat — 263 
— 1845? 
— 18a?50? 
— 2a? 9° 
+, 309 Br 
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En‘ +&19 +&8Co + niv= a® + 6a?b?’ 


+ 6a?b?o 
+3hbt 9——r 
EnLv = —b — 8, 


so reduziert sich die Bestimmung von &£, 1, &, vo auf eine 
Gleichung 4ten Grades und das Problem lässt sich also fol- 
gendermassen auflösen. 

Nachdem die folgenden Grössen aus den Koöffizienten 
der vorgelegten Gleichung berechnet worden sind: 


m 30° 0; 93a -2B}; 1, —a°—6a?b, = —b,) 
(,=—18ab? r,—=—6a’b? 
%=—18a?b 1,—=—3b* | (65) 
g=—2a° | 
Q,=+ 3b? 
setze man 
P=Po 
g9=n+49+99°+g9°+ 9,9 (66) 
r=n+r,9+r,0? 
er | 
und löse die Grössen 
OD 
als Wurzeln der Gleichungen: 
Ep de drets—0 
MP +gm®+trnts=0 (67) 


EL ak N, 
ve +po®? + guU’+ro+ Au 
Sodann wird mit einem gewissen Anfangswerte von © 
=6, 
9, ren. (68) 
_ Indem man diese Operation R mit dem Ausgangspunkte 


8,=K£(9,) 
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wiederholt, bekommt man einen neuen Wert: 
%,— Klee 
Bezeichnet man nun allgemein mit 
Ri) 
die Reihenfolge von n Operationen, so dass nämlich: 
= RR) = Rd), 
so hat die gesuchte Wurzel die Form: 


9 — lim R")(0,), 


n=—n 


sobald ein einziger solcher Grenzwert existiert. 
Man kann auch bei der Gleichung fünften Grades, wenn 
dieselbe nur auf die Form | 


5 + 540? + 560 =c 
gebracht wird, wobei also nur zwei Zwischenglieder weg- 
gebracht worden sind, die Substitution 
0=-4A+B+tO+D 
mit vier Elementen anwenden. Setzt man dann 
Ad=E; Bin, Gans 
so wird, wie man leich findet: 
E+n+itrv=e wi 
En+5S+&9+n6+n? + Co= +5ab9° + 55°?0?— 5a?0 — 5a? 
Ent +öEne +80 + no = +.50°’b?O + 506’ a8 
ino—=-—bb. 
Hieraus ergibt sich für 
N) 
die früher angegebene ne aber anderseits noch für 
a—— 
von der Gleichung 
9 +559=c 
die Auflösung 
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wobei 
g£+n+S49= 
en +&i+äo+ni+n+bo=-55°0: 
Eent+änd-+ son +1o=0 
Eco — —b5, 


was auf eine Gleichung vierten Grades führt. 


Ill. Allgemeine Auflösung der algebraischen 
Gleichungen. 


12. Im Allgemeinen wird man, wenn eine algebraische 
Gleichung in ® vorliegt, in der Substitution 


9=A+B+C+D+E+.- 


so viele Elemente anzusetzen haben, wie es Potenzen in der 
Gleichung selbst vorhanden sind. Man wird in der Weise 
jederzeit die Gleichung ohne vorbereitende Reduktionen auf- 
lösen können. Die Auflösung wird sich aber im jeden Falle 
vereinfachen, wenn man die Gleichung vorher auf eine ge- 
ringste Anzahl von Gliedern bringt und diese Glieder zweck- 
mässig wählt. Jedoch wird man oft auf die mit erheblicher 
Schwierigkeit verbundene TscHIRNHAUS-Transformation zu 
verzichten wünschen. In der Tat wird man auch eine sy- 
stematische Auflösung der algebraischen Gleichungen ohne 
vorherige algebraische Transformationen in der Weise erzielen, 
dass man aus jeder Gleichung nten Grades nur das zweite 
Glied wegbringt. In der Weise reicht man mit einer Sub- 
stitution 


=A+B+C+D+E+-- (69) 


mit n—1 Gleidern aus, und die Auflösung reduziert sich 
dann auf eine Gleichung n — 1sten Grades. 

Um dies klar zu legen führe ich ausser der Substitution 
(69) die folgenden Bezeichnungen für die symmetrischen 
Funktionen von A, B, 0, D... noch ein: 
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= AB+4AU+AD+--- + BC+BD+---=LAB 
(70) ß= ABO #F ABD + --- + ,4CD +20 

Ba + ACDE +..:-=XABCOD 
und lasse bei den Reduktionen die Grössen a, ß, 7... vor- 


läufig unbestimmt. Diese generellere Methode wird hier zur 
Übersicht für die Gleichungen dritten, vierten, fünften und 
sechsten Grades erläutert werden. | 


Gleichung sten Grades. 
(71) 0 +3a0 = 2b 


Substitution: 
=A+B. 


Hieraus folgende Relationen [Bezeichungen nach (70)]: 
92 — A? + B? + 2a 
0= A’+ B?+3a0; 


& A 
a2 42B? 
a 
Man setze: 
A>=E, Bey, 


wonach die Substitution von © in (71) ergibt: 
&£+n+3(a+a)9= 25 
und hierzu die Beziehung: 
a. 
Die Auflösung von (71) reduziert sich also auf das System: 
en 


(72) - 
AN ed 


wobei 
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p=3(2+a)9 — 2b 

(73) 

ea a 

Zur Verfügung steht hier die Grösse a, und setzt man daher: 
.+a=0, (74) 


so verschwindet © aus den Ausdrücken p und g (73). 
Man bekommt also 


p=— 2b 
0 


und zur Bestimmung von & und n die Gleichung zweiten Grades: 


+ per g—=0, (75) 
woraus 
54 Vital. 
U 
Hiernach wird die Lösung die Form: 
annehmen. 
Gleichung 4ten Grades. 
9: +400? + 459 —4c. (77) 
Hier wird: 


#=A+B+0C,a=AB+4AUH4 BC; B= ABC 
und fernerhin: 
0— A4?+ B? +0? +20 \ 
05 4° + B’ + 0? +300 — 38 | 
9: —= A: + Bt + 0 + 400°? — 480 — 20° 
85—= 4° + B’ + 05 +50.09°— 5809? — 500 + 5aß; E (78) 
a2— AB? + A420? + B?C? + 280 | 
a3 — A?B® + 4°0°3 + BO? + 3aß9 — 3 P? | 
a8 — AtBi + 440% + B+02— 2820? + 40280 —4aß?; ] 


Are, Ben CO =%. (79) 
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k Sue PR Be nd, 
(80) Een+ii+ni=+tg 

| NS = 
wobei 


| 
(81) Ihe at — 4at30 + 25°0° + 4aß? 


u ei 


Ich setze q in der Form: 


(82) q=[a?— 289]? + 2B°[2a — 92]. 
Setzt man hier, mit 
h 
eine Konstante bezeichnend, 
(83) 22. —’=h, 


so wird 
4 


oe — 260 = 


oder vermöge der ursprünglichen Gleichung: 


(2h—4a)0®— (88 +46)O+he+4c 


2 — 260 = 
9. 2ße6 4 


Wenn man jetzt die Konstanten h, 8 so bestimmt, dass 


(84) VE 
ß —=—4b, 


so verschwindet & aus dem Ausdrucke für q ganz und gar, 
indem man bekommt: 


(85) g—la + co)? + ab8. 


Ferner bekommt man: 


und 
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so dass auch » und r von % unabhängig werden.! Hiernach 
werden &, 7, £ aus der Gleichung 


a (86) 
bestimmt und nachher die gesuchte Wurzel als: 
ee 182) 
gefunden. Diese Lösung reduziert sich leicht auf die EuLEr’sche 
Form. 
y 
Gleichung fünften Grades. 
9+5a0°’+5509°+5cH =5d. (83) 
| Hier wird: | 


=A+B+C+D; a=AB+AC+AD+BOÜ+BD+HCD; 
B=ABUÜ+-ABD+AUD+BCD: 
= 4ABCD 
und fernerhin: 


0°= A°+ B?+C?+D°+2% 
9®= 4°+ B?+03+ D?3+30.0-38 
= At+ Bt+ C++ D*+400°?-480-22°+47 
W5= 45+ B5+0°+ D°+5403-580°+[-502+57]9+503 (89) 
8° 4°+ B5+ 064 D6+60.0*- 680° +[-9a?+67]9?+12080+20°-38?- Gay 
0°= 4'+ B'+0"4+ D'+70,85-780:+[ - 14a?+77]03+21080°+[70°-78°- 1407]® 
-7028+7ßy. 
Allgemein ist, wenn wenn wir bezeichnen: 
£ „= 4?+B?+0®°+D: 
= 4°+B’+r0°+D, 


Hr+l — Sn + $(0r —_ Sn) 7 0.81 7%; BS.—. un In-3 


! Es ist möglich ein System von Gleichungen von der Form (77) und 
(81) daraufhin direkt zu prüfen, ob p, q, r Konstanten sein können oder 
welche einfachste Funktionen von © diese Grössen sein mögen. 


40 ARKIV FÖR MATEMATIK, ASTRONOMI OCH FYSIK. BD3. N:OD. 
fe? =4’B®+4?0°+.A?DI4B?C®4 B*D’40D! 
+239-27 
o3—= A?B?+ 4°C? + 4°.D3+ B?C?3+ B3D’+0?D? 
—379°?+3080+307—-3ß? 
(90) 3 AsBi4 A014 A4D44.Bi014 BDi4 0*D#% 
+[-407-28?]9?+[4028+887]9+40.°7-4aß?-67? 
= 4°B5+ 4°0°-+ 43.D°+.B°0°+ BP. D°+C35.D3 
+59703+[ 50:7 -508?-572]0?+[50?B+5oßy +5ß?]0 
 +5ady-5a2ß?-5ay?—-5B°%7. 


Allgemein ist, wenn man bezeichnet: 
T,=4AB+AC+AD+BC+BD+CD 
T,—=4?B?+ 4?0?+ 4?D®+ B20?+ B?D2+0%D®, 

a RE a [a Ta 2 I BIS, N — San] 
an 18 On Zu San-2] 
—YT.-ı . 
Fernerhin wird noch: 
B2 — 42B20? + 4? B?D? + A20?D? + B20?D: 
+207 
+ 3aßy —37°9 

CE 

ßt = A*BtC* + A*B*D* + 4*:0*D* + B+C* Dt 
— 2u?7? 4 4oß?r + 47? — 427?0 

B5 — 45B505 + 4° B5D5 + 4505D5 + B505D5 
— 5a2ß7?+ 50ß37 + 5ßr’ + [5ay’— 5ß272]0 


Allgemein ist dabei, wenn wir bezeichnen 


Une ABC +:ABD.4 A0DIL BD 
U, —=4°B?0?+ A®B?D®+ 4°C?D:+ B°02D3, 


eur eilt aa ae ei BE eek HI EEE LTE 


Bar, Fer er Em 2 Gm uns Y 1) er on it Un-3 r 
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Setzen wir jetzt: 


ar D-n, 0-6 Duo (92) 
und 
E+H+{+d9=— » 
+++ mp +hb— g 
en +iw+ih+tnd=—r 
u) — 8, 
so wird 
p= Blata)0°-5(8)0°+[-5a°+5(1+0)]9+5aB--5d) 
ae > — ar +5 + a +53° Er 
+ [—52°8 — 50837 — 583] 
+ [50?7+52ß°+ 57?]0° 
—=BDT. 93 (93) 
Tr —B—5a2ßyr:+baßdy+5ßy? 
> [57° —5ß°7?] @) 
she”. ) 


Man erhält hieraus, je nach den Annahmen, die man über 


Rh 


macht, verschiedene Formen der Auflösung. In Bezug hierauf 
soll erwähnt werden, dass es aussichtslos ist durch Substitu- 
tionen der Form 


a 
ß —=6+ ‚9 2 659? + 
:J 


eine Reduktion der Gleichung in der bei der Gleichung 4ten 


Grades angezeigten Weise zu erzielen. Man muss hier den 
(srössen 


Er 
konstante Werte beilegen. Die Substitutionen 
))a=— 2)o=—a 
B=+b | B=0 
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ergeben dabei Formen, die für Ableitung der Bedingungen 
für die Existenz algebraischer Wurzeln nicht ohne Interesse 
sind, wobei im ersten Falle 


p= Konst. 
g=o+ 9 +59: + 0,9} 
r=&+ 60 
s = Konst. 
und im zweiten! 
P=@+ c,9 
g=&a+ ee, 
rg 7 949 
s—= Konst. 
Es findet sich noch,. dass die Bedingung: 
(94) 1 0 
darin zweckmässig ist, dass man dann nicht nur auf eine 
Gleichung dritten statt vierten Grades geführt wird, sondern 
dabei auch die Koöffizienten die einfachste Form erhalten 


und die Annäherungsoperationen grösste mögliche Konver- 
genz darbieten. Unter den Bedingungen: 


a=—d 
Br 
7% 


wird nämlich: 


Fark + d) — 5(a’—.c).® 


(95) g=—.a? + 5a?b? + 5bla® — b?]. ® — 5ab?. @? 
| NT b° 
oder 
pP=mM+Pı9 
(96) | \1=9+49 +90 
|, =1Tg, 
wobei 


‘ Dies führt, wie nachträglich bemerkt wurde, auf eine angemessene 
Auflösung der Normalform: 9° +5a0 =5b. 
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m=—dlab+d); m=—Ö5la’— ec) | 
9% — a’ + 5a?b}; 9, = + 5bla? —b°); 9 =—5ab?, (97) 
To — —b5, 


Dabei ergeben sich die Grössen 
ITS 
‚aus der Gleichung: 
E+pr+rgitr=0 (98) 


und die gesuchte Wurzel hat die Form: 
Orr | (99) 
Dies ist nun eine einfache Form, die man der Lösung 
der Gleichung fünften Grades geben kann, insofern dieselbe 
in der allgemeinen Form: | 


05 + 500°? +5509?+5c0 =5d 
gegeben ist. Weil aber die Grössen 
a3... :d 


einfache Ausdrücke der Koöffizienten der vollständigen 
Gleichung fünften Grades sind, so ist hiermit auch die Auf- 
lösung der vollständigen Gleichung erzielt. Die hierbei an- 
zuführende Operation wird durch die oben erläuterte Be- 
ziehung 

9,41 — R(B,) ANDI 
vermittelt. ! 


Gleichung sechsten Grades. 


Bei dieser Gleichung darf man es erwarten, eine analoge 
Reduktion, wie für die Gleichung vierten Grades, ausführen 
zu können. Letztere lässt sich aber in der einfachsten Weise 
folgendermassen ausführen. Die Gleichung sei: 


0: +4a0? +49 =4c; 


1 Jene Formeln werden durch die Annahme a=c=0 bedeutend ver- 
einfacht und die Modulvarianten reduzieren sich dann auf lineare Aus- 
drücke in ©. Vergl. die Auflösung der Normalform (50). 
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und man setze: 
Heer BR 
und 
Ze pean: (Ve 
Dann wird, nach den angeführten Formeln: 
9%=20—p 


2280 +4 
wobei woraussichtlich: 


Hieraus folgt: 
9 +29? —839 +9 —4g9=0. 


Bestimmt man also: 


Pr GR 
so, dass 
2p—=4a 
—88—4b 
pP —4gq=—4c 
d. h. so, dass: 
Bez 
g=a’+c 
ER, 
4 


so wird die Gleichung von dem Werte: 
8-47 +L, 
befriedigt, sie En len 6, aus: der Gleichung: 
ee ee u 


zu bestimmen sind. Dies ist die EuULER’sche Auflösung. 
Für die Gleichung sechsten Grades, wenn man eine ein- 
fachere Lösung als durch die Substitution: 


9=-d++r+n 
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wünscht, hat man die. Wahl zwischen den Substitutionen: 
und 


1 
I 


9-:+ ++. 
Die erstere Annahme führt auf das System: ! 


®—=3a9 —38—p 


a — — 370°? + 30B09 +3ay—3ß?+g 
B? = 3aßy —3yY’O—r 
Lg) 


Die Annahme, dass 
P; gG; r, S 
linear in 0 seien, führt hierbei zu keinem einfachen Resultate 
und es scheint fast die Auflösung dieser Beziehungen in 
diesem Falle zu scheitern. Von den beiden Annahmen scheint 
daher die zweite, die mit derjenigen im Falle der Gleichung 
vierten Grades übereinstimmt, allein anwendbar zu sein, 
wonach wir zur Auflösung der Gleichung sechsten Grades 
folgendermassen verfahren wollen. Die Gleichung sei: 
96 + 600% + 669° + 6c0? + 6d9 =6e (100) 
und man setze: 
o=4A+B+ÜU+D, 
dabei auch 
ir en O0 —6; DD =: 
Setzen wir dann noch 
= hntstr 
+g=:n+&i+&o+tni+n?+ bo 


(101) 
zen + 5019 4.860 4.069 
End, J 


so sind die Koöffizienten p, g, r, s aus den Formeln: 


! Dieses System wird voraussichtlich erst auf die Auflösung der 
Gleichung neunten Grades Anwendung finden. 
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(= 2a p 
| ?—=280 —-27+g 


102 
02) Kr 


ran. < 
KR, "78 9 
bestimmt, wobei anzunehmen ist: 
= Konst. 


Nach einer vorläufigen Übersicht fand sich, dass man an- 
nehmen darf: 


P= Po 
=%+ 49,9 

en +n® 

8 80, 
und da aus den beiden ersten Gleichungen (102) gefolgert wird: 

Qt + 299? — 880 +87 + pP —49—0, 
so wollen wir zur Vereinfachung erstens festsetzen, dass: 
(103) 374.0 AR 
wodurch die Gleichung übergeht in: 
s?ß=9’+299—4g, 


Substituiert man in der dritten Gleichung diesen Wert von ß, 
den Wert von a gemäss (102) und 


rue 
so bekommt man: 
8° + 499° — 89,9% 4 (49, — 647)0° (169,9, ira 
+ 1697 — 647m + 64 = 0 
oder mit Rücksicht auf die Gleichung (100) selbst: 
(490 — 6a]0 + [— 89, — 65]° + [48 — 647 — 6c] 3 
+ [— 16909, + 64r, — 6d]9 + 1697 — 647m, + 6dr, + be—0. 


Diese Beziehung wird erfüllt, wenn man die Bedingungen: 
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Pu, = 3a 


g1=—:b 
9a? —6c 
IS Tr 
—9ab+3d 
je er 
— 185? + 27 a? — 18ac—12e 
128 


4 = 


Yo == 


| 
/ (104) 
| 


festlegt, wozu die Bedingung (103) oder: 


a (1042) 


sich anschliesst. 
Setzt man also: 


(105) 


und dabei: 


ne 128 


9a?—6c]? 
Sp = RER D 


und bestimmt man fernerhin 


| 
| 

_ Ma’—18b’—18ac—12e. _ _—9ab+3d Mr 
| 


6, Hnbrud 
als Wurzeln der Gleichung vierten Grades: 
Fu I AA IE SE ale (107) 
so ergibt sich die Wurzel der Gleichung sechsten Grades: 


95 + 6a9% + 669°? + 6c0? +6d9 = Ge 
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in der Form: 

(108) » 8=VE+Vn+VE+Vo, 

welche Operation successive nach der Formel: 


9,11 = R(9,) n=0, 1, 29a 
anzuwenden ist.! 
Die Koöffizienten 


Di RT E. 26, 


die nach der angeführten Auflösungsmethode als Koeffizienten 
der Resolventen sich ergeben, will ich » Modulvarianten» nen- 
nen. Dieselben sind im Allgemeinen von der Form: 


4 
i =o+0c9+,9+--- 
„ 


Auf die nähere Bestimmung des Grades in ® und der Werte 
der Konstanten dieser Modulvarianten reduziert sich nach 
dem Angeführten, eine Theorie und Systematik algebraischer 
Gleichungen. Hierbei soll vorausgesetzt werden. dass die 

Konstanten: 


Co; CC; Ca... 


der Modulvarianten, wie hier geschehen ist, als rationale Funk- 
tionen der Koeffizienten der vorgelegten Gleichung 


EC DBAC, ARUR 


bestimmt werden. Der Grad der Modulvarianten wird vor- 
aussichtlich in einfacher Beziehung zu der Anzahl der durch 
die TSCHIRNHAUS-Transformation wegzubringenden Glieder 
stehen. Ein besonderes Interesse bieten die Spezialfälle — 
»Metacyclische Gleichungen» — in welchen die Modulvarianten 
konstante Werte erhalten, indem 


el) 


werden: Hierher gehören die Fälle der allgemeinen Gleichungen 
dritten und vierten Grades. 


' Man bemerke die Vereinfachungen für die Normalformen: 9°+6aR! 
+659’= 6c und M+6a9?+6659 = Gc. 
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Über die zweckmässige Anordnung der Operationen R. 
Bei der Ausführung der Operationen 
a 73 R(9,) 


können gewisse singuläre Fälle sich ereignen, wobei man 
eigenthümlicher Weise nicht auf einen sondern auf zwei 
Limeswerte von © geführt wird. Dies ist z. B. der Fall mit 
der Gleichung 


5 — 1 


4, 


wenn man die reelle Wurzel von & aufsuchen will! und mit 
einem beliebigen sehr grossen Wert 


m 
rechter Hand anfängt. Die Reihenfolge der Operationen 
9,1 = R(9,) (109) 
führt dann auf die zwei Limeswerte 
ee lnund 9=1. 


Die Operation (109) vermag diese Grenzen nicht zu über- 
schreiten und man errät leicht, dass die wirkliche Wurzel 
innerhalb dieser Grenzen liegt. 

Um diese Singularität zu vermeiden, braucht man nur 
statt (109) die Operation: 


(110) 


(e) (e BE 
On = R =] 


2 


in Anwendung zu bringen, die nicht nur ohne weiteres in 
das Gebiet zwischen 
8 —( und ==] 


eindringt, sondern auch eine doppelt so schnelle Konvergenz 
das Annäherungen herbeiführt als bei der Operation 


HH Se R(9,) . 


' Dagegen ergeben sich die imaginären Wurzel, wie man sogar durch 
Konstruktion findet, ohne weiteres durch die Operation 9u+1 = R(On). 
Die Singularität bezieht sich daher nur auf Werte auf der reellen Achse. 
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Dabei kann man die Annäherungen mit einem beliebigen 
Wert 
0), 


einleiten. Nimmt man für ©, einen sehr grossen Wert z. B. 
9, — + 100000, 


so wird man mit einem Schlage bis in der Nachbahrschaft 
der Wurzel geführt, indem schon die erste Operation: 


%,=-V1—-9, 
ergibt: 
% —— 1. 


Diese Art der Auflösung ist deshalb auch in praktischen 
Fällen durchaus ergiebig und führt nach (110) in unzwei- 
deutiger Weise gerade auf das Ziel ohne jegliche Vorunter- 
suchungen über die Verteilung der Wurzeln nach dem 
SturMschen Verfahren oder anderen mehr oder weniger kompli- 
zierten Regeln. 

Die hier noch angeführte numerische Auflösung der 
Gleichung 


+50 +3=0 


nach der oben auseinandergesetzten Theorie, ergibt wohl auch 
ein erstes Beispiel von direkter Auflösung einer algebraischen 
Gleichung von höherem als dem vierten Grade. 
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Beispiel zur Gleichung 


| lite Approx. 


t: .. s® 


| V®+s=pSinv 


= 


0.22185n 
— 


0.39794n 


en) 


0.00000 
0.00000 


— oo 


9.698971. 
9.69897 u 


9.39794 
— 0.12494 

0.000001 

9.875061 


9.937531 n; 


9.93753 
9.69897n 
0.00000 
0.00000 
240° 0.0 
600° 0".0 
— 120° 0'0 
80° 0,0 
200° 0.0 
— 40 00 


9.23967 


9.972991 


9.88425 


2te Approx. 


Er 
(-) 
tı 


5,0 


- Ve +8 


t+VeR+s 


t- Vie+ s 


3 
SQ w 


ae sm so 


Dar 


" Fix 


= 
.. 
157 


= 
= 
| 

br 
ww 


0.22185n 
0.10459n 
0.39794n 


0.32644 
— 0.27702 
0.00000 


0.04942 


0.50253 
— 0.07427 

9.698971 

0.42826 


0.385652 
+ 0.07765 
0.14826 
0.983417 
0.46708 
+ 0.28206 
0.42826 
— 1.06800 
0.467081 
0,74914 
9.399081 
0.24971 
9.799691 
+ 1.77708 
— 0.638040 
+ 1.14658 
— 1.00000 
+ 0.14658 
9.16607 
9.83321 
+ 2.40758 
0.38158 | 


Fe 


kur. ee u 
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sten Grades: 9 +59? +3 —= v. 


" 3te Approx. 


5te Approx. 


ite Approx. 6te Approx. 
0.22185n 0.22185n 0.22185n 0.22185n 
0.23069n 0.25270n 0.25654n 0.25718n 
| 0.397 94n 0.397941 0.397 94n 0.39794n 
0.45254 0.47455 0.47839 0.47903 
— 0.18893 — 0.17739 — 0.17545 — 0.17514 
0.000002 0.00000. 0.00000, 0.00000. 
0.268361 0.29716 0.30294 0.30389 
0.628683 0.65064 0.65448 0.65512 
— 0.05434 — 0.05147 — 0.05100 — 0.05091 | 
9.69897 u 9.69897n 9.69897 u 9.69897n | 
0.57429 0.59917 0.60348 0.60421 | 
1.14858 1.19834 1.20696 1.20842 
+ 0.15800 + 0.17416 + 0.17705 + 0.17752 
9.79083 0.89148 0.90882 0.91167 | 
1.30658 1.37250 1.38401 1.38594 | 
0.65329 | 0.68625 0.69200 | 0.69297 | 
+ 0.26332 | + 0.25967 + 0.25903 | + 0.25892 
0.57429 | 0.59917, 0.60348 | 0.60421 
— 0.77905 1 — 0.74068 | 0,73426 — 0.73318 
0.65329 0.68625n | 0.692001 0.69297n 
0.91661 0.94592 0.95103 0.95189 
9.87424n 9.94557n 9.95774n 9.959811 
0.30554 0.31531 | 0.31701 0.31730 
9.95808 9.98186n | 9.98591n 9.98660. 
+ 2.02087 + 2.06686 | + 2.07495 + 2.07634 
— 0.90798 — 0.95910 | — 0.96807 — 0.96962 
+ 1.11289 + 1.10776 + 1.10688 + 1.10672 
— 1.00000 — 1.00000 — 1.00000 — 1.00000 
+ 0.11289 | + 0.10776 + 0.10688 + 0.10672 
9.05265 | 9.03246 9.02889 9.02824 
9.81053 9.380649 9.380578 9.380565 
+ 2.92885 + 3.02596 + 3.04302 + 3.04596 
0.46670 | 0.48086 0.48330 0.48372 
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Z  — 0.45930 
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& 9.8 1472u 
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— 0.91820 
— 1.23554 
+ 0.88146 
— 1.27228 
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0.27402n. 


0.000001 
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öte Approx. 


9.937583 
0.40423 


— 0.55644 


— 1.50000 


— 1.55644 


| 0.40423 
9.93061 
0.19213n 
0.47362 

121.732'.0 

720 

841 32.0 


168 18.4 


0.30103 


0.29192n 


0.09472 
0.338664. 
— 0.13394 
9.81053 
0.25270n 


9.99089n 


Uppsala 1906. 


4te Approx. 


9.937583 


0.41839 
— 0.55388 
— 1.00000 


— 1.55388 


0.41839 
9.93457 


0.19142n 


0.48382 
120 40.0 
720 
840 40.0 


168 8.0 


9.99062 


0.30103 


0.291651 


0.09676 
0.38841n 
— 0.13187 
9.380649 
0.25654n 


5te Approx. 


9.93753 


0.42083 


— 0.55344 


— 1.00000 


— 1.55344 


0.42083 
9.93526 
0.19129n 
0.48558 
120 31.0 
720 
840 31.1 


168 ; 6.2 


9.990571 


9.30103 


0.29160n 


0.09712 
0.38872n 
| — 0.13150 
9.380578 
0.25718n 


Tryckt den 27 augusti 1906. 


Almgvist & Wiksells Boktryckeri-A.-B. 


6te Approx. 


9.93753 
0.42125 
— 0.55336 
— 1.00000 
— 1.55336 


0.42125 
9.93538 
0.19125n 


0.48587 
120 29.1 
720 
840 29.1 
168 5.8 

9.990564 

0.30103 


0.29159n 


0.09717 
0 38876 
— 0.13144 
9.380565 
0.25732n 
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UPPSALA 1906 ALMQVIST & WIKSELLS BOKTRYCKERI-A.-B. 


er ;- Lotte 
Tee be Be 


ren 
TTS a Kata 


ran ann 


aa el meh Bü 


fee ben br hen br backe be dr 
a I 1 


mm 


3 0112 0170819 


